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1. Nello spazio vettoriale euclideo canonico
�
R4; �

�
siano assegnati i seguenti elementi:

H = [(1; 0;�1; 0); (1; 1;�1; 0); (0; 1; 0; 0)] Kh = f(x; y; z; t) j 2x� y + z + (h+ 1)t = 0; hx+ y = 0g

(i) Determinare una base e la dimensione diKh al variare di h 2 R:
(ii) Determinare una base e la dimensione di L(H) \K�1:
(iii) Dire se esistono valori h 2 R per i quali R4 è somma diretta di L(H) eK?

h :
(iv) Scrivere una base di L(H); completarla ad una base di R4 e ortonormalizzarla:

(i) Per determinare una base diKh dobbiamo risolvere il sistema lineare omogeneo:
�
2x� y + z + (h+ 1)t = 0

hx+ y = 0
,

si scrive la matrice
Mh =

�
2 �1 1 h+ 1
h 1 0 0

�
e si osserva che una tale matrice ha rango 2 8h 2 R in quanto la

sottomatrice A =
�
�1 1
1 0

�
ha determinnate �1: Possiamo concludere che il sistema lineare ammette14�2 =

12 soluzioni. Un sistema equivalenete è il seguente:
�
�y + z = �2x� (h+ 1)t

y = �hx ; con x; t variabili libere.

Applicando la regola di Cramer si trova:

y =

���� �2x� (h+ 1)t 1
�hx 0

����
�1 = �hx; z =

���� �1 �2x� (h+ 1)t
1 �hx

����
�1 = �(h+ 2)x� (h+ 1)t

Concludendo le soluzioni del sistema lineare sono Sh = f(x;�hx;�(h+ 2)x� (h+ 1)t; t) con x; t 2 Rg :
La dimensione diKh al variare di h 2 R è 2 e una sua base è la seguente: Bh = [(1;�h;�h�2; 0); (0; 0;�h�1; 1)]:

(ii) Per determinare una rappresentazione cartesiana di L(H) osserviamo se H è libero, si trova che il
terzo vettore è uguale al primo meno il secondo, H è legato. Dal sistema H è possibile estrarre il sistema libero
[(1; 0;�1; 0); (0; 1; 0; 0)]; utilizzando un tale sistema si scrive una rappresentazione cartesiana:0@ 1 0 �1 0

0 1 0 0
x y z t

1A ; dobbiamo imporre
������
1 0 �1
0 1 0
x y z

������ = 0 e
������
1 0 0
0 1 0
x y t

������ = 0; possiamo scrivere una
rappresentazione cartesiana per L(H) = f(x; y; z; t) j x+ z = 0; t = 0g:

Osserviamo cheK�1 = f(x; y; z; t) j 2x� y + z = 0; x� y = 0g; a questo punto L(H) \K�1 si trova in
corrispondenza del sistema lineare:8>><>>:

x+ z = 0
t = 0

2x� y + z = 0
x� y = 0

; la matrice dl sistema è la seguente: M =

0BB@
1 0 1 0
0 0 0 1
2 �1 1 0
1 �1 0 0

1CCA ; il suo rango è
3 in quanto la sottomatrice

0@ 0 1 0
0 0 1
�1 1 0

1A ha determinante non nullo, il sistema lineare ammette 14�3 =

11 soluzioni, un generatore del sottospazio vettoriale di dimensione 1 si trova calcolando il determinante delle

sottomatrici di ordine 3 estratte dalla matrice

0@ 1 0 1 0
0 0 0 1
2 �1 1 0

1A (determinante a segno alterno)



u =

0@������
0 1 0
0 0 1
�1 1 0

������ ;�
������
1 1 0
0 0 1
2 1 0

������ ;
������
1 0 0
0 0 1
2 �1 0

������ ;�
������
1 0 1
0 0 0
2 �1 1

������
1A = (�1;�1; 1; 0). In

conclusione la dimensione di L(H) \K�1 è 1 e una sua base è T = [(1; 1;�1; 0)]:

(iii) Osserviamo che una base diK?
h è data dal sistema S = [(2;�1; 1; h+ 1) ; (h; 1; 0; 0)] (sono i coef�cienti

di x; y; z; t delle equazioni che de�niscono Kh). Costruiamo la matrice: M =

0BB@
1 0 �1 0
0 1 0 0
2 �1 1 h+ 1
h 1 0 0

1CCA, si trova
che il determinante di tale matrice vale �h2 � h: Possiamo concludere che R4 è somma diretta di L(H) e K?

h per
h 6= 0;�1:

(iv) Dobbiamo estendere una base di L(H) ad una base di R4; scriviamo la matrice
�
1 0 �1 0
0 1 0 0

�
e a

seguire la matrice

0BB@
1 0 �1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1

1CCA ; una base diR4 estesa è la seguente: B = [(1; 0;�1; 0); (0; 1; 0; 0) ; (1; 0; 0; 0) ; (0; 0; 0; 1)];
osserviamo che gli ultimi tre vettori sono ortogonali, non resta che rendere ortogonale a questi anche il vettore
(1; 0;�1; 0) :

u1 = (0; 1; 0; 0) ; u2 = (1; 0; 0; 0) ; u3 = (0; 0; 0; 1)

u4 = (1; 0;�1; 0) � (1; 0;�1; 0) � (0; 1; 0; 0)
(0; 1; 0; 0) � (0; 1; 0; 0) (0; 1; 0; 0) �

(1; 0;�1; 0) � (1; 0; 0; 0)
(1; 0; 0; 0) � (1; 0; 0; 0) (1; 0; 0; 0) �

(1; 0;�1; 0) � (0; 0; 0; 1)
(0; 0; 0; 1) � (0; 0; 0; 1) (0; 0; 0; 1) =

= (1; 0;�1; 0) � (1; 0; 0; 0) = (0; 0;�1; 0): In de�nitiva una base orgonale e anche normalizzata è la
seguente: B = [(0; 0;�1; 0); (1; 0; 0; 0) ; (0; 0; 0; 1) ; (0; 1; 0; 0)]:

2. Assegnato la seguente matrice parametrica:

Mh =

0BB@
0 h� 1 1 1
1 0 �1 h
0 �1 2 h� 1
0 1 �1 1

1CCA
(i) Determinare il rango diMh al variare di h 2 R:
(ii) Dire per quali valori di h 2 R la matrice ammette inversa.
(iii) Determinare l'elemento di posto (2; 1) della matrice inversa diMh per h = 0:

(i) Applicando Laplace alla prima colonna si trova jMhj =

��������
0 h� 1 1 1
1 0 �1 h
0 �1 2 h� 1
0 1 �1 1

�������� = �h
2 � h+ 2:

h2 + h � 2 = 0 () h = �2 o h = 1: Dunque per h 6= �2 o h 6= 1 il rango diMh è 4: Vediamo i casi
particolari:

h = �2

M�2 =

0BB@
0 �3 1 1
1 0 �1 �2
0 �1 2 �3
0 1 �1 1

1CCA, si trova che il rango è 3:



h = 1

M1 =

0BB@
0 0 1 1
1 0 �1 1
0 �1 2 0
0 1 �1 1

1CCA, si trova che il rango è 3:
(ii) La matriceMh è invertibile 8h 6= �2; 1:

(iii) Per calcolare l'elemento di posto (2; 1) della matrice M�1
0 non è necessario calcolare l'inversa di

M0: E' suf�ciente ri�ettere su come si calcola l'inversa di una matrice, bisogna calcolare soltanto il cofattore

M012 = �

������
1 �1 0
0 2 �1
0 �1 1

������ = �1 e dividere tale quantità per il determinante della matriceM0 che è uguale a 2

(ricordare che l'inversa si ottiene facendo la trasposta della matrice dei cofattori e dividendo ciascun termine per il
determinante): In conclusione possiamo dire che l'elemento di posto (2; 1) della matriceM�1

0 è �1
2
:

3. Si consideri la seguente applicazione lineare:

f : R3[x] �! R2[x]
f(ax3 + bx2 + cx+ d) = (a+ d)x2 + (a+ b+ c)x+ c� d

(i) Dire se una tale applicazione lineare è suriettiva:
(ii) Determinare una base e la dimensione diK erf :

(i) Utilizzando la nozione di isomor�smo possiamo scrivere la seguente applicazione:
F : R4 �! R3

F (a; b; c; d) = (a+ d; a+ b+ c; c� d)

Calcoliamo la matrice AF rispetto alla base canonica di R4 e R3; si trova AF =

0@ 1 0 0 1
1 1 1 0
0 0 1 �1

1A :
Si trova facilmente che una tale matrice ha rango 3 (le prime tre colonne sono linearmente indipendenti);

dunque F è suriettiva. Trasportando tale risultato, mediante l'isomor�smo, possiamo dire che f è suriettiva e una
base di Im f è [x2 + x; x; x+ 1]:

(ii) Se ImF ha dimensione 3; allora per l'equazione dimensionale KerF deve avere dimensione 1: In
corrsipondenza del sistema lineare:8<: a+ d = 0

a+ b+ c = 0
c� d = 0

, come al solito la matrice del sistema lineare è AF =

0@ 1 0 0 1
1 1 1 0
0 0 1 �1

1A

e la base si trova: u =

0@������
0 0 1
1 1 0
0 1 �1

������ ;�
������
1 0 1
1 1 0
0 1 �1

������ ;
������
1 0 1
1 1 0
0 0 �1

������ ;�
������
1 0 0
1 1 1
0 0 1

������
1A =

(1; 0;�1;�1): In forma compatta u = (1; 0;�1;�1):
DunqueK erf ha dimensione 1 è una base è data dal vettore x3 � x� 1:

4. Assegnato il seguente endomor�smo di R3:

f : R3 �! R3

f(x; y; z) = (�x+ y + 3z;�2x+ 2y + 3z; z)



(i) Studiare la diagonalizzabilità di f , nel caso sia diagonalizzabile determinare una base B di autovettori e
scrivere la matrice P che diagonalizza Af :

La matrice Af è la seguente: Af =

0@ �1 1 3
�2 2 3
0 0 1

1A, determiniamo il polinomio caratteristico ponendo
Af � �I =

0@ �1� � 1 3
�2 2� � 3
0 0 1� �

1A ; si ha:
p(�) = jAf � �Ij =

������
�1� � 1 3
�2 2� � 3
0 0 1� �

������ = (1� �) [(�1� �) (2� �) + 2] = (1� �) ��2 � ��
Le radici del polinomio caratteristico sono: �1 = �2 = 1 e �3 = 0 :
Calcoliamo la dimensione dell'autospazio corrispondente all'autovalore �1 = �2 = 1:
Utilizzando la matrice Af � �I = Af � 3I , scriviamo il sistema omogeneo associato a �1 = �2 = 1; si ha:

Af � I =

0@ �2 1 3
�2 1 3
0 0 0

1A =) f�2x+ y + 3z = 0

Questo sistema è equivalente al seguente:fy = 2x� 3z
V1 = f(x; 2x� 3z; z) con x; z 2 Rg e una sua base è costituita dai vettori: u1 = (1; 2; 0) e u2 = (0;�3; 1),

quindi V1 = [(1; 2; 0); (0;�3; 1)]

Calcoliamo la dimensione dell'autospazio corrispondente all'autovalore �3 = 0:
Utilizzando la matrice Af � 0I = Af , scriviamo il sistema omogeneo associato a �3 = 0; si ha:

Af =

0@ �1 1 3
�2 2 3
0 0 1

1A =)
�
�x+ y + 3z = 0

z = 0

Questo sistema è equivalente al seguente:
�
x = y
z = 0

V0 = f(x; x; 0) con x 2 Rg e una sua base è costituita dal vettore: u3 = (1; 1; 0), quindi V0 = [(1; 1; 0)] :
La matrice che diagonalizza la Af è la seguente:

P =

0@ 1 0 1
2 �3 1
0 1 0

1A
La matrice P si costruisce mettendo come colonne i vettori di una base relativa a ciascun autospazio.
E' facile veri�care che per essa vale la seguente relazione:

P�1AfP = D dove D=

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A, infatti si ha:
P�1AP =:

0@ �1 1 3
0 0 1
2 �1 �3

1A �
0@ �1 1 3
�2 2 3
0 0 1

1A �
0@ 1 0 1
2 �3 1
0 1 0

1A
5. Nello spazio euclideo canonico tridimensionale sia �ssato un sistema di riferimento ortonormale e si

considerino i seguenti elementi:

P � (1; 1;�1) r :

�
x+ y = 1

x� 2y + z = 0 s :

8<: x = 1 + t
y = 1 + t
z = �t

Risolvere i seguenti punti:
(i) Veri�care che le rette r e s sono complanari e determinare il piano � che le contiene:
(ii) Determinare una retta per P complanare con r e s:



(iii) Determinare la distanza del punto P dalla retta s:
(iv) Determinare il piano � per P e ortogonale a r:

(i) Sostituendo le componenti di s nell'equazione che de�niscono r si ha:
�

1 + t+ 1 + t = 1
1 + t� 2� 2t� t = 0 =)8><>:

t = �1
2

t = �1
2

; il punto comune alle due rette si ottiene ponendo in s il valore t = �1
2
: Q �

�
1

2
;
1

2
;
1

2

�
: La

direzione di r si ottiene calcolando il determinate dei minori a segno alterno della matriceM =

�
1 1 0
1 �2 1

�
;

� = 1; � = �1; � = �3; dunque �!r = (1;�1;�3):

La direzione di s è �!s = (1; 1;�1); l'equazione del piano cercato è:

�������
x� 1

2
y � 1

2
z � 1

2
1 �1 �3
1 1 �1

������� = 0,

quindi � : 2x� y + z = 1:

(ii)
Fascio di piani che contiene r e passa per P : �(x+ y � 1) + �(x� 2y + z) = 0 , imponiamo il passaggio

per P; si ha: �� 2� = 0:
Per � = 2 e � = 1 si ottiene il piano cercato: �1 : 3x+ z = 2:

Un'equazione cartesiana di s :
�
x� y = 0
y + z = 1

:

Fascio di piani che contiene s e passa per P : �(x� y) + �(y + z � 1) = 0 , imponiamo il passaggio per P;
si ha: 0�� � = 0:

Per � = 1 e � = 0 si ottiene il piano cercato: �2 : x� y = 0:

La retta cercata è intersezione di quest'ultimi due piani: l :
�
3x+ z = 2
x� y = 0 :

(iii) Piano per P e ortogonale a s : 1(x� 1) + 1(y � 1)� 1(z + 1) = 0; x+ y � z = 3; intersechiamo tale
piano con la retta s; si trova:8>><>>:

x = 1 + t
y = 1 + t
z = �t

x+ y � z = 3

; 3t+ 2 = 3() t =
1

3
; il punto di intersezione ha coordinate R �

�
4

3
;
4

3
;�1
3

�
:

La distanza cercata è la lunghezza del segmento PQ =

s�
4

3
� 1
�2
+

�
4

3
� 1
�2
+

�
�1
3
+ 1

�2
=r

1

9
+
1

9
+
4

9
=

p
6

3
:

(iv) La direzione di �!r = (1;�1;�3), 1(x� 1)� 1(y � 1)� 3(z + 1) = 0

� : x� y � 3z = 3:


