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0.1     Introduzione 

Queste note, dirette agli studenti del Consorzio Nettuno del Polo tecnologico 

di Napoli, mirano ad un completamento ed ad un'integrazione del corso di 
Matematica II rispetto alle cassette audiovisive del Consorzio stesso. Lo 
studente, quindi, non troverà in queste note un corso completo. Tutti 
gli argomenti trattati si trovano ben esposti in un qualsiasi testo di 
geometria ad uso universitario, pertanto laddove lo studente trovasse la trat-
tazione troppo sintetica può consultare un qualsiasi altro testo. Ciascun 
paragrafo sarà preceduto da un breve commento che preciserà anche le 
videocassette in cui lo studente può trovare gli argomenti in esso trattati. 
Alla fine di ciascun capitolo verranno dati degli esercizi di ricapitolazione 
alcuni dei quali sono già svolti. 



 



Capitolo 1 

Algebra lineare 

1.1     Spazi vettoriali 

Nelle prime due lezioni del corso (1° cassetta) viene introdotto il concetto 

di spazio vettoriale, di sottospazio, di vettori linearmente indipendenti e 

linearmente dipendenti. Nella terza lezione (2° cassetta) ci si occupa di gen-

eratori, basi e dimensione di uno spazio vettoriale. Si vuole qui solo precisare 

qualcosa su tali argomenti, richiamando prima le definizioni essenziali. Si ri-

corda che per avere uno spazio vettoriale, di cui non si riporta la definizione, 

perche è data nella cassetta n.l, é necessario avere un campo detto campo 

degli scalari. Negli esempi che verrano di volta in volta riportati, si sceglierà, 

salvo avviso contrario, come campo degli scalari il campo R dei numeri reali, 

cosi come nelle videocassette. 

Volendo si può sostituire al campo R un qualsiasi altro campo, come ad 

esempio il campo C dei numeri complessi. 

Definizione 1.1.1 Un sottoinsieme W di un spazio vettoriale V su un 

campo K si dice sottospazio se risulta uno spazio vettoriale rispetto alle 

operazioni di V ristrette a W. 

In base a tale definizione, per verificare che un dato sottoinsieme é un sot-

tospazio bisogna verificare gli otto assiomi di spazio vettoriale. 

Fortunatamente al riguardo esiste un criterio che ci permette di semplificare 

la questione. Viene dato solo l'enunciato di tale criterio. 











Questa base prende il nome di base canonica di R
n
. Intanto si osservi che la 

dimensione di Rn
 é proprio n, ma l'utilità della base canonica si capisce quando 

si vanno a scrivere le componenti di un vettore rispetto a quella base. Ad 

esempio, fissato n = 3, si vede facilmente che 

(3, 1, -2) = 3(1, 0, 0) + 1(0,1, 0) - 2(0, 0,1). 

Si può provare in generale che la n-pla delle componenti di un generico 

vettore di R
n 

nella base canonica coincide con la n-pla che rappresenta il vettore 

stesso. 

Riguardo le basi di uno spazio vettoriale esistono alcune caratterizzazioni 

espresse dal teorema seguente, del quale non riportiamo la dimostrazione. 

Teorema 1.1.11 Sia V uno spazio vettoriale sul campo R ed S un sistema di 

vettori di V. Le seguenti sono equivalenti. 

1. S e una base di V; 

2. S e indipendente massimale, nel senso che non e contenuto propria- 

mente in alcun sistema indipendente; 

3. S e minimale di generatori per V, nel senso che non contiene propria- 

mente alcun sistema di generatori per V. 

Nelle videocassette é ben spiegato come ottenere da un sistema di generatori 

una base, d'altra parte é possibile completare un qualsiasi sistema linearmente 

indipendente in una base (si dimostra, ma non lo facciamo). Comunque queste 

procedure sono molto più semplici da applicare con la tecnica delle matrici, 

trattate nei paragrafi successivi. Al riguardo si vedrà qualcosa negli esercizi. 

 

 

 

Intersezione e somma di sottospazi vettoriali 
Supponiamo che V sia uno spazio vettoriale, con H e K due suoi sottospazi . 

L'intersezione dei due sottospazi è l'insieme: 

 

H � K � v � V | v � H e v � K
 

 

Si dimostra che l'intersezione di due sottospazi è ancora un sottospazio 

vettoriale di V, vale cioè la seguente: 

 

 Proposizione Se H e K sono due sottospazi di uno spazio vettoriale, allora 

anche  H � K   è un sottospazio di V. 
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Esempio  Consideriamo lo spazio vettoriale numericoR
3
 ed i sottoinsiemi, 

{ }( , , ) |  0H x y z x= =   e { }( , , ) |  0K x y z z= = . 

Si può verificare facilmente che H e K sono dei sottospazi vettoriali di R
3
. H 

é costituito dalle terne che hanno la prima componente 0 mentre K é 

costituito da tutte le terne che hanno come ultima componente 0.  

Allora H K∩  è formato da tutte quelle terne che hanno nulla la prima e 

l'ultima componente, cioè { }( , , ) |  0 e 0H K x y z x z∩ = = =  anche per 

esso si può verificare che si tratta di un sottospazio vettoriale di  R
3
 . 

 

Se H e K sono sottospazi di V, cosa si può dire dell'insieme  H K∪  ?  

E' anche esso stesso un sottospazio vettoriale di  V  ?  

 

Vediamo di trarre una conclusione relativamente al caso precedente. Risulta 

evidente che { }( , , ) | 0 oppure 0H K x y z x z∪ = = = , quindi sia il vettore 

1 (0, 1, 1)v = che il vettore 2 (1, 2, 0)v = appartengono ad H K∪ .  Se 

H K∪   fosse un sottospazio vettoriale di 3R  dovrebbe essere stabile 

rispetto alla somma e quindi ad esso dovrebbe appartenere il vettore 

1 2 (0, 1, 1) (1, 2, 0) (1, 3, 1)v v v= + = + =  e questo non accade perché né 

la prima e né l'ultima componente è nulla, concludiamo che  H K∪  non è 

un sottospazio vettoriale di  R
3
 . 

  

In generale l'unione di due sottospazi è solo un insieme di vettori. 

Diamo allora la seguente definizione: 
 

Definizione Se H e K sono due sottospazi di uno spazio vettoriale, si 

definisce  il seguente insieme di vettori: 

H � K � u � v | u � H e v � K
 

Si dimostra che la somma di due sottospazi è ancora un sottospazio 

vettoriale di V, vale cioè la seguente 
 

Proposizione Se H e K sono due sottospazi di uno spazio vettoriale, allora 

anche H K+   è un sottospazio di V. Tale sottospazio coincide con lo spazio 

generato dal sistema  H � K.   
 

Esempio: (sviluppare l'esempio precedente) 

Abbiamo visto che se H e K sono due sottospazi vettoriali di V, allora 

possiamo costruire altri due sottospazi che sono lo spazio intersezione  

H � K   e lo spazio somma H K+ .  
 

Se supponiamo che V sia uno spazio vettoriale di dimensione n, allora anche 

le dimensioni dei precedenti sottospazi sarà un intero che in generale risulta 

minore o uguale ad n. Esiste una relazione che lega le dimensioni dei 

precedenti quattro sottospazi di V: 
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Proposizione Se H e K sono due sottospazi di uno spazio vettoriale V di 

dimensione finita, allora 

 

dim�H� � dim�K� � dim�H � K� � dim�H � K�
 

 

Esempio Vediamo come possiamo utilizzare tale relazione in un caso 

particolare e relativo ai sottospazi dell'esempio precedente. 

 

{ }( , , ) |  0H x y z x= = è costituito dai vettori { }(0, , ) |  con ,v y z y R∈ ∈ . 

Un sistema di generatori di H è dunque { }(0, 1, 0), (0, 0, 1) ,  essendo 

indipendenti, tali vettori risultano essere una base di H che ha quindi 

dimensione 2. Allo stesso modo { }( , , ) |  0K x y z z= =  e quindi è costituito 

dai vettori del tipo{ }( , , 0) |  con ,x y x y R∈ .  

Un sistema di generatori di K è pertanto{ }(1, 0, 0), (0, 1, 0) , essendo 

indipendenti tali vettori risultano essere una base di K che ha quindi 

dimensione 2.  Lo spazio intersezione è { }( , , ) |  0 e 0H K x y z x z∩ = = =  

ovvero{ }(0, , 0) |  con y y R∈ , un sistema di generatori è { }(0, 1, 0) , tale 

sistema è indipendente è risulta essere una base di H K∩ che ha quindi 

dimensione 1. 

 

Dalla  possiamo dedurre qualcosa riguardo allo spazio somma H+K, infatti: 

dim�H � K� � dim�H� � dim�K� � dim�H � K�
 

dim�H � K� � 2 � 2 � 1 � 3
 

 

Il sottospazio H K+   ha dimensione 3 e poiché l'unico sottospazio di 

dimensione 3 è proprio 3R  , concludiamo che 3H K R+ = .   

 

1.2    Applicazioni lineari 

Definizione 1.2.1 Dati due spazi vettoriali V e V sullo stesso campo R, 

un'applicazione f di V in V' si dice lineare se f (v + w) = f (v) + f (w) e 

f(av) = a f(v) comunque vengano scelti v e w in V ed a in R. 

Si dimostreranno alcune semplici proprietà soprattutto per mostrare come 

viene utilizzata la definizione nelle dimostrazioni. 
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